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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÔÐÀÊÖÈÈ TH ÂÎËÍÛ 
ÍÀ ÈÄÅÀËÜÍÎ ÏÐÎÂÎÄßÙÅÉ ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýôôåêòîâ äèôðàêöèè TH âîëíû â ñòðî-
ãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Ðàññìîòðåíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äèôðàêöèè 
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, âîñõîäÿùåé ê òðóäàì À. Çîììåðôåëüäà, Ô. Ôðàíêà è 
Ì. Áîðíà. Ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû äèôðàêöèè ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé TH âîëíû, 
ïàäàþùåé ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì íà ìåòàëëè÷åñêóþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ïîëó-
ïëîñêîñòü. Îïðåäåëåíû óãëîâûå è ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíè-
ìîé ÷àñòåé ñòðîãîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Âû÷èñëåí âåêòîð Ïîéíòèíãà 
äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Îïðåäåëåíû óãëîâûå è ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ 
èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ. Ðàññìîòðåíû îòëè÷èÿ ýôôåêòîâ äèôðàêöèè TH è TE âîëí.
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öèè; êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.
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NUMERICAL SIMULATION OF TM-WAVE DIFFRACTION 
ON PERFECTLY CONDUCTING HALF-PLANE

The article presents numerical simulation of TM-wave diffraction phenomenon in strict 
mathematical statement.  The solution of boundary-value diffraction problem for Helmholtz 
equation, which traces its roots to the works of A. Sommerfeld, F. Frank and M. Born, 
is studied. The article contains the calculations of flat electromagnetic TM-wave that falls 
on any angle on a metal ideally conducting half-plane. The authors determine angular 
and radial distributions of the real and imaginary parts of the rigorous solution of the 
Helmholtz equation, calculate the Poynting vector for electromagnetic wave, determine 
angular and radial distributions for radiation intensity and examine the differences of the 
diffraction effects of TM and TE waves.
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Ê ôóíäàìåíòàëüíûì çàäà÷àì ñîâðå-
ìåííîé îïòèêè îòíîñèòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè 
ïëîñêîé âîëíû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì 
(ìåòàëëè÷åñêîì) êëèíå. Ïðåäåëüíûì ñëó-
÷àåì êëèíà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ 
ïîëóïëîñêîñòü. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò 
ïðè ðàçðàáîòêå îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, ïðåä-
íàçíà÷åííûõ äëÿ ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè èçîá-
ðàæåíèé. Èõ êà÷åñòâî çàâèñèò îò óñïåøíîãî 
ïîäàâëåíèÿ îïòè÷åñêèõ ïîìåõ, âîçíèêàþùèõ 
èç-çà ðàññåÿíèÿ (äèôðàêöèè) ñâåòà íà êðàÿõ 
äèàôðàãì è ôèëüòðóþùèõ ýëåìåíòîâ [3].

Ðåøåíèå ñòðîãèõ çàäà÷ äèôðàêöèè äîëæ-
íî áûòü îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè óðàâíåíèÿ 
Ãåëüìãîëüöà (ñòàöèîíàðíîå âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå). Åãî èññëåäîâàíèå âîñõîäèò ê òðóäàì 
À. Çîììåðôåëüäà [7]. Âïîñëåäñòâèè çàäà-
÷àìè ñòðîãîé òåîðèè äèôðàêöèè çàíèìàëèñü 
Ô. Ôðàíê è Ð. Ìèçåñ [11], Ì. Áîðí è Ý. Âîëüô 
[1], çíà÷èòåëüíûé âêëàä âíåñ Ã. Ãðèíáåðã [6], 
ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé äèôðàêöèè íà êëèíå, 
èìååòñÿ â êíèãå Ë. Ëàíäàó è Å. Ëèôøèöà [9]. 
Òåîðèåé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà çàíèìàëèñü 
Äæ. Ãðèí [12], Äæ. Êèðõãîô [13], À. Ñà-
ìàðñêèé è À. Òèõîíîâ [10], Â. Âëàäèìèðîâ 
[5]. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
Ãåëüìãîëüöà ðàññìîòðåíû â [8]. 

Â äàííîé ñòàòüå ïðîäîëæèì ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è Çîììåðôåëü-
äà — äèôðàêöèè íà ìåòàëëè÷åñêîé èäåàëüíî 
ïðîâîäÿùåé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 1), íà÷àòîå 
â [2; 3]. 
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Ðèñ. 1. Óãëû â çàäà÷å äèôðàêöèè 
ïëîñêîé âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k  
íà ïîëóïëîñêîñòè Ox: k’ — âîëíîâîé âåêòîð 
îòðàæåííîé âîëíû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè; 
φ — óãîë íàáëþäåíèÿ

Èç áåñêîíå÷íîñòè íà ìåòàëëè÷åñêóþ èäå-
àëüíî ïðîâîäÿùóþ ïîëóïëîñêîñòü ïîä óãëîì 
ê íåé ïàäàåò ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîë-
íà. Ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íàáëþäåíèÿ èìååò 
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r, φ. Âîëíîâîé âåêòîð 
ïàäàþùåé âîëíû îáëàäàåò ïîëÿðíûìè êî-
îðäèíàòàìè k, α. Óãîë γ, êîòîðûé âîëíîâîé 
âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû ñîñòàâëÿåò ñ ïîëó-
ïëîñêîñòüþ (óãîë Çîììåðôåëüäà), ðàâåí  
γ = α – π. Â çàäà÷å äëÿ óãëîâ 0 < φ < π – γ èìå-
åòñÿ ïàäàþùàÿ è îòðàæåííàÿ âîëíû ãåîìåò-
ðè÷åñêîé îïòèêè, äëÿ óãëîâ π – γ < φ < π + γ 
èìååòñÿ òîëüêî ïàäàþùàÿ (îíà æå ïðîøåä-
øàÿ âîëíà) è äëÿ óãëîâ π + γ < φ < 2π èìååò 
ìåñòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåíü. Êðîìå òîãî, íà 
âîëíû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè âî âñåõ äèàïà-
çîíàõ óãëîâ íàêëàäûâàåòñÿ äèôðàãèðîâàâøåå 
(èëè ðàññåÿííîå) èçëó÷åíèå. 

Êàê ïîêàçàëè Ì. Áîðí è Ý. Âîëüô 
[1, ñ. 517], äâóìåðíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé 
ðåøåíèå çàâèñèò îò äâóõ êîîðäèíàò r, φ, 
ðàñïàäàåòñÿ íà ëèíåéíóþ ñóïåðïîçèöèþ äâóõ 
ñêàëÿðíûõ çàäà÷ äëÿ âîëí TE è TH ïîëÿðèçà-
öèé. Äèôðàêöèÿ âîëíû TE ïîëÿðèçàöèè, äëÿ 
êîòîðîé âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñ-
êîãî ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ïàäå-
íèÿ âîëíû, èçó÷åíà àâòîðàìè â ðàáîòå [3]. 

Ðàññìîòðèì äèôðàêöèþ äëÿ âîëíû TH ïî-
ëÿðèçàöèè


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Äàííàÿ âîëíà ñîäåðæèò òðè êîìïîíåíòû 
ïîëÿ. Èç íèõ êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ � 
Hz ïàðàëëåëüíà êðàþ ïîëóïëîñêîñòè. Êîì-
ïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex, Ey ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû êðàþ ïîëóïëîñêîñòè, ïðè÷åì 
êîìïîíåíòà Ex ïàðàëëåëüíà ïîëóïëîñêîñòè, à 
êîìïîíåíòà Ey ïåðïåíäèêóëÿðíà åé.

Äëÿ ïîëÿ Hz âîçíèêàåò ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à  
êîìïëåêñíîé ôóíêöèè 

Hz(r) = U(r).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ TH âîëíû

∂
=

∂
0.

Г

U

n

Âàæíîé ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé 
çàäà÷è äèôðàêöèè ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü 
èçëó÷åíèÿ, óñðåäíåííàÿ ïî âðåìåíè. Âû÷èñ-
ëèì åå äëÿ TH âîëíû. Áóäåì èñõîäèòü èç 
èçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ óñðåäíåííîé ïî 
âðåìåíè ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè (âåêòîðà 
Ïîéíòèíãà) [1, ñ. 51].
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Êàê âèäèì, âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè 
TH âîëíû ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ èí-
òåíñèâíîñòè TE âîëíû, ïðèâåäåííûì â [3]. 

Ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè 
ïëîñêîé TH âîëíû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé 
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íåîáõîäèìî íàéòè ReU(ρ, φ, γ) è ImU(ρ, φ, γ), 
à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûå äëÿ ôóíêöèè (2) ñ 
äèôðàêöèîííûì èíòåãðàëîì (3). Îïóñêàÿ 
ïîäðîáíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, âû-
ïèøåì ðåçóëüòèðóþùèå ôîðìóëû:
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Â ñàìîì äåëå, ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ 
îáðàùàþòñÿ â íóëü â ñèëó ÷åòíîñòè äèô-
ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà è åãî ñèììåòðèè 
îòíîñèòåëüíî ïîëîâèíû ïåðèîäà, à òðåòüå 
ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ èç-çà íàëè÷èÿ ñîì-
íîæèòåëÿ sinφ/2. Óñëîâèå (4) îáåñïå÷èâàåò 
îáðàùåíèå â íóëü ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè 
ê ïîëóïëîñêîñòè

ϕ πρ ϕ =

∂ ∂= =
∂ ∂

0; 2

0.
Г

U k U

n

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðèâëåêàëèñü 
ïðîãðàììíûå ïàêåòû îáúåêòíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ «MathCad» è «Ìàòåìàòèêà». 

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ïàäåíèå íà ïî-
ëóïëîñêîñòü ïëîñêîé âîëíû. Çäåñü óãîë Çîì-
ìåðôåëüäà γ = π/2. 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû óãëîâûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â äèàïàçîíå óãëîâ 
0 < φ < 2π — äëÿ ρ = 50; γ = π/2 — äëÿ TH è 
TE âîëí. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû óãëîâûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äëÿ ρ = 30,�γ = π/3.

I (�, �, �) I (�, �, �)

0 2 4 6 0 2 4 6

2,0

1,5

1,0

0,5

0

2,0

1,5

1,0

0,5

0
� �

а б
Ðèñ. 2. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè TH (à) è TE (á) âîëí
äëÿ çíà÷åíèé ρ = 50, γ = π/2
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Ðèñ. 3. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè TH (à) è TE (á) âîëí
äëÿ çíà÷åíèé ρ = 30,�γ = π/3

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè âáëèçè ïîëóïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ 
ρ = 30, γ = π/3. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ðàäèàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè íà âåðõíåé 
è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ ïîëóïëîñêîñòè äëÿ 
ñëó÷àÿ γ = π/3 äëÿ TH âîëíû.
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Ðèñ. 4. Ïîâåäåíèå èíòåíñèâíîñòè TH âîëíû 
âáëèçè âåðõíåé ãðàíè ïîëóïëîñêîñòè
äëÿ ñëó÷àÿ ρ = 30,�γ = π/3

Äèôðàêöèÿ TH âîëíû â áëèæíåé çîíå îòëè-
÷àåòñÿ îò äèôðàêöèè TE âîëíû. Èíòåíñèâíîñòü 
TH âîëíû íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïîëóïëîñ-
êîñòè îòëè÷íà îò íóëÿ è êîëåáëåòñÿ âîêðóã çíà-
÷åíèÿ, ðàâíîãî äâóì. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñà 
èíòåíñèâíîñòü ñòðåìèòñÿ ê äâóì. Òî÷êà ρ = 0 
ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Âáëèçè íåå èíòåíñèâíîñòü 
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà (ðèñ. 6) ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè 
óñðåäíåííîé ïî óãëó èíòåíñèâíîñòè TH âîëíû 
îò ðàäèóñà â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå 
(òî÷êè) è åå àïïðîêñèìàöèÿ ëèíåéíîé ôóíêöè-
åé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ 
γ = π/2. Íàêëîí àïïðîêñèìàöèîííîé ïðÿìîé 
ðàâåí –0,48. Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòü 
èíòåíñèâíîñòè ρ−≈ 1 2I  ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóå-
ìîé. Äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è èíòåíñèâíîñòü 
ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíåð-
ãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò.å. èíòåãðàë îò 
èíòåíñèâíîñòè ïî îáúåìó îñòàåòñÿ êîíå÷íîé 
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Ðèñ. 5. Ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè TH âîëíû íà âåðõíåé (à) è íèæíåé (á) 
ïîâåðõíîñòÿõ ïîëóïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ �γ = π/3
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âåëè÷èíîé. Â äàëüíåé çîíå îòëè÷èÿ íèâåëèðó-
þòñÿ. Êàðòèíû äèôðàêöèè âîëí îáåèõ òèïîâ 
íà÷èíàþò ïîõîäèòü äðóã íà äðóãà.

Äðóãîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ 
äèôðàêöèè TH âîëíû ÿâëÿåòñÿ ìåíüøåå 
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
TH âîëíà ìåíåå ïîäâåðæåíà äèôðàêöèè ïî 
ñðàâíåíèþ ñ TE âîëíîé. Òàêîé âûâîä ñëåäóåò 
èç ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2–3.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå 
ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äèôðàêöèè 
TH âîëíû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïîëó-
ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåêòîâ 
äèôðàêöèè äëÿ TH è TE âîëí.

3

2

1

–1

–6 –5 –4 –3 –2 –1   0
Ln(�)

Ln(<J>)

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü óñðåäíåííîé ïî óãëó 
èíòåíñèâíîñòè TH âîëíû îò ðàäèóñà 
â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå (òî÷êè) è åå 
àïïðîêñèìàöèÿ ïðÿìîé äëÿ ñëó÷àÿ �γ = π/2
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